
12.7 Tensoralgebra, symmetrische, äussere Algebra

Proposition: Für alle r, s > 0 existieren eindeutige bilineare Abbildungen

� : V �r ⇥ V �s ! V �(r+s) mit (v1 � . . .� vr)� (vr+1 � . . .� vr+s) = v1 � . . .� vr+s,

· : SrV ⇥ SsV ! Sr+sV mit (v1 · · · vr) · (vr+1 · · · vr+s) = v1 · · · vr+s,

^ : �rV ⇥ �sV ! �r+sV mit (v1 ^ . . . ^ vr) ^ (vr+1 ^ . . . ^ vr+s) = v1 ^ . . . ^ vr+s.

Definition: (Für die äussere direkte Summe � siehe §5.4.)

Tensoralgebra TV := � r>0 V
�r (�r)r>0 � (⇥s)s>0 :=

�Pt
r=0 �r � ⇥t⇥r

⇥

t>0

symmetrische Algebra SV := � r>0 S
rV (�r)r>0 · (⇥s)s>0 :=

�Pt
r=0 �r · ⇥t⇥r

⇥

t>0

äussere Algebra �V := � r>0 �
rV (�r)r>0 ^ (⇥s)s>0 :=

�Pt
r=0 �r ^ ⇥t⇥r

⇥

t>0



Proposition: Mit der Addition des unterliegenden Vektorraums und der angegebenen Multiplikation sowie
dem Einselement von K = V �0 = S0V = �0V ist dies jeweils ein assoziativer unitärer graduierter Ring.

Die in dem jeweiligen Ring geltenden Rechenregeln ergeben sich aus denen in §12.3 und §12.6 sowie der
obigen Definition.





Spezialfall: Für dimK V = 0 gilt V �r = SrV = �rV = 0 für alle r > 0, und daher TV = SV = �V = K.

Spezialfall: Sei dimK V = 1 mit Basis b. Für alle r > 0 gilt dann dimK(V �r) = 1 mit Basis b�r und
dimK(SrV ) = 1 mit Basis br, und es existieren eindeutige Isomorphismen

K[X]
⇤

⇤! TV
⇤

⇤! SV,
P

0

i>0aiX
i 7!

P
0

i>0aib
�i 7!

P
0

i>0aib
i, bzw.

K �Kb
⇤

⇤! �V mit b ^ b = 0.

Proposition: (a) Für V 6= 0 ist dimK(TV ) = dimK(SV ) = 1.

(b) Für dimK(V ) <1 ist dimK(�V ) = 2dimK(V ), andernfalls ist dimK(�V ) = 1.





Proposition: Für alle r, s > 0 und alle � 2 �rV und ⇥ 2 �sV gilt

⇥ ^ � = (⇤1)rs · � ^ ⇥.

Insbesondere kommutiert für gerades r jedes Element von �rV mit ganz �V .

Proposition: Ist dimK(V ) <1, so existieren für alle r > 0 natürliche Isomorphismen

�r(V _) ⇤

'r
// Altr(V,K) ⇤

// (�rV )_.

Dabei ist der zweite Isomorphismus ein Spezialfall der Adjunktionsformel, und der erste ist charakterisiert
durch die Formel

'r(`1, . . . , `r)(v1, . . . , vr) =
X

�2Sr

sgn(⇤) · `1(v�1) · · · `r(v�r).


