12.7 Tensoralgebra, symmetrische, dussere Algebra

Proposition: Fiir alle r, s > 0 existieren eindeutige bilineare Abbildungen

®: VO x Ve — Ver+s) mit (1, ®...00,) @ (V1 ® ... @ VUpps) = V1 ® ... ® Upps,
1 STV X SV — STV mit (V1 0p) - (Vpg1 v+ Upis) = V1 *+ Ups,
A NV XAV — A"V mit (0 Ao AU) A (Upgpr A e AVpgs) = 01 A oA U
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Definition: (Fiir die fussere direkte Summe H siehe §5.4.) L FelV \@‘ s i;&

Tensoralgebra | TV := H r50 VO | (&) rs0 @ ()50 = (Zizo £ ® 77'5—7’)1:20
symmetrische Algebra | SV := EE|T>0 STV (&)rs0 - (Ns)ss0 := (Zizo & nt—?")_tg_o
dussere Algebra | AV := H rs0 NV | (&)rs0 A (0s)ss0 := (Zizo &N Ut—r)t -
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Proposition: Mit der Addition des unterliegenden Vektorraums und der angegebenen Multiplikation sowie

dem Einselement von K = V® = S = A%V ist dies jeweils ein assoziativer unitirer graduierter Ring.
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Die in dem jeweiligen Ring geltenden Rechenregeln ergeben sich aus denen in §12.3 und §12.6 sowie der

obigen Definition.
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Spezialfall: Fiir dimg V = 0 gilt V& = S"V = A"V = 0 fiir alle r > 0, und daher TV = SV = AV £ K.

Spezialfall: Sei dimg V' = 1 mit Basis b. Fiir alle » > 0 gilt dann dimg(V®") = 1 mit Basis b%" und

f———

dimg (S™V) = 1 mit Basis 0", und es existieren eindeutige Isomorphismen

K[X] 5TV 5 SV, Y 00X v Y gaib® v Yl gaibf, bzw.
KBKb-"5AV mit bAb=0.

Proposition: (a) Fir V # 0 ist dimg(7TV) = dimg(SV) = 0.
(b) Fiir dimg (V) < oo ist dimg(AV) = 24mx(V) “andernfalls ist dimg(AV) = oo.
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Proposition: Fiir alle 7, s > 0 und alle £ € A"V und n € A*V gilt

nAg = (=1)"-§An.

Insbesondere kommutiert fiir gerades r jedes Element von A"V mit ganz AV

n'(':' ! AV . U:lA‘_._/LV}r "“‘Zi ' = @'ﬂl'g“‘ T:U‘ﬂd i

Fad
Y 2=V, A . A
AV v A A e M e ~s

(U'h“’/L"'/Lw\r,,cg)/t(“"qﬁ,..ﬂu‘,) = 5G] Cu;? A, a4l ),L(
2 N BRIV /N g

v S Lo Uy
Proposition:

—
reaA Y

e
= &) = AR _ e

o0, 80 existieren fiir alle r > 0 natiirliche Isomorphismen

AT(VY) —2 e A(V, K)

(A"V)V.
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Dabei ist der zweite Isomorphismus ein Spezialfall der Adjunktionsformel, und der erste ist charakterisiert
durch die Formel

oty ) (o, vy) =Y sgn(o) - L1(ver) - (o).



